Тема1: Части целого. Проценты.
1. Каким должно быть число, чтобы одна десятая процента от него бала равна одной десятой? (100)

2. Петя купил две книги. Первая из них на 50% дороже второй. На сколько процентов вторая книга дешевле первой? (33 1/3)

3. Алик, Боря и Вася собирали грибы. Боря собрал грибов на 20% больше, чем Алик, и на 20% меньше, чем Вася. На сколько процентов больше, чем Алик, собрал грибов Вася? (50%)

4. Первый множитель увеличили на 10%, а второй уменьшили на 10%. Как изменилось произведение? (уменьшилось на 1%)

5. Числитель дроби увеличили на 20%. На сколько процентов надо уменьшить её знаменатель, чтобы в итоге дробь возросла вдвое? (на 40%)

6. С 1 января цена билета в кинотеатр возросла на 20%. Подводя итоги работы кинотеатра за январь, его директор с удовлетворением отметил, что выручка кинотеатра по сравнению с декабрём возросла на 14%. На сколько процентов снизилась посещаемость кинотеатра в январе по сравнению с декабрём? (на5%)

7. Цена билета в театр выросла на 40%, а выручка снизилась на 16%. На сколько процентов уменьшилось число зрителей? (на 40%)
8. Длину кирпича увеличили на 20%, а ширину уменьшили на 25%. Что надо сделать с высотой кирпича (уменьшить или увеличить и на сколько процентов), чтобы его объём: а) не изменился, б) увеличился, в) уменьшился.?( а увеличить на 100/9, б) увеличить больше, чем на 100/9, в) увеличить менее, чем на 100/9, не изменить или уменьшить)

9. То да это да половина того да этого – сколько это будет процентов от трёх четвертей того да этого? (200%)

10. Магазин продал одному покупателю 25% имевшегося в куске полотна, второму покупателю -30% остатка, а третьему – 40% нового остатка. Сколько процентов полотна осталось непроданным? (31,5%)

11. За одно качание воздушный насос откачивает из резервуара 0,1 часть имеющегося там воздуха. Сколько процентов воздуха останется после пяти качаний? (59,049%)

12. Винни-Пух за весну похудел на 25%, за лето поправился на 20%, за осень похудел на 10%, а за зиму прибавил 20%. В результате похудел он или поправился? (похудел)
13. Двое рабочих вышли одновременно из одного и того же дома и пошли на один и тот же завод. У первого из них шаг был на 10% короче, чем у второго, но зато он делал шагов на 10% больше, чем второй. Кто и этих рабочих раньше придёт на завод? (второй)

14. Производительность труда при выполнении некоторой работы повысилась на 40%. На сколько прцентов сократилось время, необходимое для выполнения этой работы? (на 28 4/7%)

15. На заводе было внедрено рационализаторское предложение. В результате время, необходимое на изготовление рабочим некоторой детали, уменьшилось на 20%. На сколько процентов возросла производительность труда этого рабочего? (на 25%)

16. Рабочий день уменьшился с 8 до 7 часов. На сколько процентов надо повысить производительность труда, чтобы при тех же расценках заработная плата возросла на 5%? (на 20%)

17. Вчера число учеников, присутствующих в классе, было в 8 раз больше числа отсутствующих. Сегодня не пришли ещё два ученика, и оказалось, что число отсутствующих 20% от числа учеников, присутствующих в классе. Сколько всего учеников в классе? (36)
18. Если в классе добавится столько мальчиков, сколько в нём сейчас девочек, то процент девочек уменьшится в 1,4 раза. Найдите, какой процент учеников класса составляли мальчики. (60%)
19. У Мануэля в саду растут мандарины и апельсины. В прошлом году с каждлгл мандаринового дерева он собрал в среднем по 300 кг плодов, а с апельсинового –по 800 кг. В среднем он собирал по 600 кг плодов с одного дерева. Чему равен процент мандариновых деревьев в саду у Мануэля? (40%)

20. На параде солдаты выстроены в две шеренги одинаковой длины, причём в первой шеренге расстояние между соседними солдатами на 20% больше, чем во второй ( между соседними солдатами в одной шеренге расстояние одинаковое). Сколько солдат в первой шеренге, если во второй шеренге 85 солдат? (71)

21. В некотором городе каждый его житель имеет либо пейджер, либл сотовый телефон( но не то и другое благо цивилизации одновременно) Известно, что 75% всех бизнесменов города имеют сотовые телефоны, а 25% жителей, имеющих пейджеры, являются бизнесменами, причём число не бизнесменов, имеющих пейджеры, в 5 раз больше числа не бизнесменов, имеющих сотовые телефоны. Во сколько раз число не бизнесменов с сотовыми телефонами меньше числа бизнесменов с пейджерами? (в 5/3 раза)
22. Две мастерские вместе должны отремонтировать по плану 18 моторов. Первая мастерская выполнила свой план на 120%, а вторая –на 125% Сколько моторов отремонтировала каждая мастерская?(12 и 10)

23. На овощную базу поступил крыжовник. Влажность крыжовника 99%. При сдаче его в магазин влажность оказалась 98%. На сколько процентов уменьшилась масса крыжовника? (на 50%)

24. Имеется 735 г 16% -го йода. Нужно получить 10%-й раствор йода. Сколько граммов спирта нужно долить для этого к уже имеющемуся раствору? (441)

25. В каком отношении следует смешать 6%-ый и 30%-й растворы поваренной соли, чтобы получить 12%-й раствор? (3:1)
26. Некоторый сплав состоит из двух металлов, входящих в отношении 1:2, а другой содержит те же металлы в отношении 2:3. Из скольких частей обоих сплавов можно получит сплав, содержащий те же металлы в отношении 17:27?(9:35)
Тема 2. Взвешивание. Переливание.

1. Имеется 68 монет, причём известно, что любые две монеты различаются по массе. Как за 100 взвешиваний на двухчашечных весах без гирь найти самую тяжёлую и самую лёгкую монеты?

2. Из трёх одинаковых по виду колец одно несколько легче других. Как найти его одним взвешиванием на двухчашечных весах?

3. Имеется 9 пластин и двухчашечные весы. Одна из пластин легче других, но по виду они одинаковы. Как с помощью двух взвешиваний найти более лёгкую пластину?

4. Среди 27 монет одна фальшивая. Как найти фальшивую монету с помощью трёх взвешиваний на весах с чашками без гирь, если известно, что фальшивая монета тяжелее, чем настоящая?

5. Известно, что среди 80 монет имеется одна фальшивая, более лёгкая, чем все остальные, имеющие одинаковую массу. При помощи четырёх взвешиваний на чашечных весах без гирь найдите фальшивую монету.

6. Известно, что из четырёх одинаковых по виду колец одно несколько отличается по массе от других, но неизвестно, легче оно или тяжелее. Как найти его не более чем двумя взвешиваниями на двухчашечных весах?

7. Из 75 одинаковых по виду колец одно кольцо по массе несколько отличается от других. Как за два взвешивания на двухчашечных весах определить, легче или тяжелее это кольцо?

8. Среди 12 монет имеется одна фальшивая. Известно, что фальшивая монета отличается по весу от настоящей, но неизвестно, легче она или тяжелее. Все настоящие монеты одной массы. С помощью трёх взвешиваний на двухчашечных весах без гирь выделите фальшивую монету и одновременно установите, легче она или тяжелее остальных.

9. Среди 101 монеты – 50 фальшивых. Каждая фальшивая монета тяжелее настоящей на 1г. Имеются также двухчашечные весы со стрелкой, показывающей разность масс на чашках. Петя взял одну монtne и за одно взвешивание хотел бы определить фальшивая она или нет. Сможет ли он это сделать?
10. В пакете содержится 9 кг крупы. Попробуйте пр помощи двухчашечных весов с гирями массами 50 г и 200 г распределить всю крупу по двум пакетам (в один 2 кг, а в другой 7 кг), при этом разрешается произвести только три взвешивания.

11. Король ждёт, когда каждый из его 30 вассалов, как и в предыдущие годы, преподнесёт ему 30 золотых монет. Но король знает, что один из них имеет пагубную привычку вручать монеты не в 10 г, как положено, а в 9 г. Как с помощью единственного взвешивания на весах, показывающих точный вес, король может обнаружить виновного?

12. В  трёх кучках находится 22, 14 и 12 орехов. Требуется путём трёх перекладываний уравнять число орехов в каждой кучке, соблюдая при этом условие: из любой кучки разрешается перекладывать в другую лишь столько орехов, сколько их во второй кучке.

13. Положите на стол три кучки спичек. В одну кучку положите 11 спичек, в другую-7, в третью -6. Перекладывая спички из любой кучки в любую другую, нужно за три операции сравнять все три кучки, чтобы в каждой было по 8 спичек. К любой кучке разрешается добавлять столько спичек, сколько в ней есть.
14. Как, имея лишь два сосуда ёмкостью 5 л и 7 л, налить из водопроводного крана 6 л воды?

15. Имеются два сосуда ёмкостью 3 л и 5 л. Как с помощью таких сосудов налить из водопроводного крана 4 л воды?

16. Можно ли  с помощью двух сосудов ёмкостью 9 л и 11 л набрать из крана 10 л воды?

17. Каким образом можно принести из реки ровно 6 л воды, если имеются только два ведра: одно ёмкостью 4 л, другое -9л.

18. В первый сосуд входит 9 л, во второй -5 л, а в третий -3 л. Первый сосуд наполнен водой, а остальные пусты. Как с помощью этих сосудов отмерить 1 л воды, 4 л воды?

19. Имеются три бочонка ёмкостью 6,3 и 7 ведер. В первом и третьем находятся соответственно 4 и 6 ведер кваса. Требуется, пользуясь только этими тремя бочонками, разделить квас поровну на две части.

20. Бидон, ёмкость которого 10 л, наполнен молоком. Требуется перелить из этого бидона 5 л в 7 литровый бидон, используя при этом ещё один бидон, вмещающий 3 л. Как это сделать?
Тема 3. Принцип Дирихле

При решении задач «на доказательство» часто бывает полезен так называемый «принцип Дирихле»( Петер Густав Лежен Дирихле (1805-1859гг)-известный немецкий математик). В самой простой форме он звучит следующим образом: нельзя посадить трёх кроликов в две клетки так, чтобы в каждой клетке находилось не больше одного кролика.

1. Кот Базилио пообещал Буратино открыть великую тайну, если он составит чудесный квадрат 6х6 из чисел +1,-1,0 так, чтобы все суммы по строкам, по столбцам и по большим диагоналям были различны. Помогите Буратино.

2. Докажите, что среди любых пяти человек есть двое с одинаковым числом знакомых среди этих пяти человек.(Возможно, эти двое ни с кем не знакомы)

3. Докажите то же, что и в предыдущей задаче, если выбрано не 5 человек, а 100 человек и n человек.

4. На собеседование пришли 65 школьников. Им предложили три контрольные работы. За каждую контрольную ставилась одна из оценок: 2,3,4 или 5. Верно ли, что найдутся 2 школьника, получившие одинаковые оценки на всех контрольных работах.
5. На Земле более 6 миллиардов жителей, людей старше 150 лет не существует. Докажите, что на Земле есть 2 человека, родившихся одновременно с точностью до секунды.

6. На параде кавалеры Ордена Славы выстроились в виде каре размером 7х7. У кадого –один, два или три ордена. Дотошные пионеры посчитали число орденов в каждой шеренге, колонне и диагонали из семи человек. Докажите, что какие-то два из этих чисел совпадают.

7. Какое наименьшее число карточек спортлото «6из49» надо купить, чтобы наверняка на одной из них был угадан хотя бы один номер?

8. Пять вершин правильного 110 угольника покрасили в красный цвет, а 11 его вершин – в синий цвет так, что красные точки оказались вершинами правильного пятиугольника, а синие- вершинами правильного 11 угольника. Нет вершин окрашенных сразу в два цвета. Докажите, что у 110-угольника есть сторона, концы которой окрашены в синий и красный цвет.

9. В первенстве по футболу участвуют 10 команд. Каждые две из них должны сыграть между собой один матч(так называемый круговой чемпионат, или чемпионат в один круг). Докажите, что в любой момент состязаний имеются две команды, сыгравшие одинаковое число матчей.

10. На плоскости дано 6 точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Каждые 2 точки соединены отрезком одного из двух цветов: красным или зелёным. Докажите, что при этом образуется хотя бы один треугольник с вершинами в заданных точках,  стороны которого имеют одинаковый цвет. 
11. На плоскости дано 17 точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Каждые две точки соединены отрезком одного из трёх цветов. Докажите, что при этом образуется хотя бы один треугольник с вершинами в заданных точках,  стороны которого имеют одинаковый цвет. 

12. Докажите , что в любой компании из 6 человек найдутся трое людей либо попарно знакомых, либо попарно незнакомых.

13. На турнир съехалось 105 школьников. Оказалось, что среди любых 15 есть школьники, знакомые между собой. Кроме того, любые два школьника, имеющие одинаковое количество знакомых среди участников турнира, не знакомы между собой, а имеющие разное количество знакомых,-знакомы между собой. Докажите, что среди участников найдётся школьник, знакомый со всеми остальными.

14. Имеется 2002 точки, никакие 3 из которых не лежат на одной прямой. Каждая пара точек соединена отрезком. Можно ли окрасить каждый отрезок в один из 6 заданных цветов так, чтобы не оказалось ни одного треугольника, все стороны которого имеют одинаковые цвета.
Тема 4. Остатки.

Утверждение 1. Сумма любых двух натуральных чисел и сумма их остатков от деления на 3 имеют одинаковые остатки при делении на 3.

Утверждение 2. Произведение любых двух натуральных чисел и произведение их остатков от деления на 3 имеют одинаковые остатки при делении на 3.
1. Найдите остаток от деления числа 22(50+44(10 на 3.(
2. Найдите остаток от деления 9100 на 8

3. Докажите, что в любом году найдётся 13-е число месяца, приходящееся на пятницу.

4. Про семь натуральных чисел известно, что сумма любых шести из них делится на 5. Докажите, что каждое из этих чисел делится на 5.

5. Найдите наименьшее число, дающее следующие остатки: 1-при делении на 2, 2-при делении на 3, 3 при делении на 4, 4-при делении на 5, 5 – при делении на 6.

6. Докажите, что n3+2n делится на 3 для любого натурального n.

7. Докажите, что n2+1 не делится на 3 ни при каком натуральном n.

8. Может ли число a2+b2+c2 делиться на 5, если ни ни одно из целых чисел a, b, с  не делится на 5&

9. Докажите, что n5+4n делится на 5 для любого натурального n.

10. Докажите, что n3+2 не делится на 9 ни при каком натуральном n.

11. Имеется 24 квадрата с длиной стороны 1 см, на которых написаны натуральные числа от 1 до 24. Из этих квадратов склеили куб с длиной ребра 2 см. Может ли при этом сумма чисел, написанных на двух соседних квадратах, делиться на 3? Квадраты называются соседними, если они имеют общую сторону.

12. Существует ли пять таких различных натуральных чисел, что сумма любых трёх из них – простое число?

13. Докажите, что не существует натуральных чисел a и b таких, что a2-3b2=8?
14. Докажите, что сумма квадратов пяти последовательных натуральных чисел не является точным квадратом.

15. Если длины сторон прямоугольного треугольника выражаются натуральными числами, то хотя бы одна из них делится на 2, и хотя бы одна из них делится на 3. Докажите.

16. x,y,z –натуральные числа, причём x2+y2=z2. Докажите, что xy делится на 12.
17. Докажите, что 6n3+3 не является шестой степенью целого числа ни при каком натуральном n.

18. Докажите, что a3+b3+4 не является кубом целого числа ни при каких натуральных a и b.
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7. Докажите, что n2+1 не делится на 3 ни при каком натуральном n.

8. Может ли число a2+b2+c2 делиться на 5, если ни ни одно из целых чисел a, b, с  не делится на 5&

9. Докажите, что n5+4n делится на 5 для любого натурального n.

10. Докажите, что n3+2 не делится на 9 ни при каком натуральном n.

11. Имеется 24 квадрата с длиной стороны 1 см, на которых написаны натуральные числа от 1 до 24. Из этих квадратов склеили куб с длиной ребра 2 см. Может ли при этом сумма чисел, написанных на двух соседних квадратах, делиться на 3? Квадраты называются соседними, если они имеют общую сторону.

12. Существует ли пять таких различных натуральных чисел, что сумма любых трёх из них – простое число?

13. Докажите, что не существует натуральных чисел a и b таких, что a2-3b2=8?
14. Докажите, что сумма квадратов пяти последовательных натуральных чисел не является точным квадратом.

15. Если длины сторон прямоугольного треугольника выражаются натуральными числами, то хотя бы одна из них делится на 2, и хотя бы одна из них делится на 3. Докажите.

16. x,y,z –натуральные числа, причём x2+y2=z2. Докажите, что xy делится на 12.

17. Докажите, что 6n3+3 не является шестой степенью целого числа ни при каком натуральном n.

18. Докажите, что a3+b3+4 не является кубом целого числа ни при каких натуральных a и b.
Тема 3. Принцип Дирихле

При решении задач «на доказательство» часто бывает полезен так называемый «принцип Дирихле»( Петер Густав Лежен Дирихле (1805-1859гг)-известный немецкий математик). В самой простой форме он звучит следующим образом: нельзя посадить трёх кроликов в две клетки так, чтобы в каждой клетке находилось не больше одного кролика.

1. Кот Базилио пообещал Буратино открыть великую тайну, если он составит чудесный квадрат 6х6 из чисел +1,-1,0 так, чтобы все суммы по строкам, по столбцам и по большим диагоналям были различны. Помогите Буратино.

2. Докажите, что среди любых пяти человек есть двое с одинаковым числом знакомых среди этих пяти человек.(Возможно, эти двое ни с кем не знакомы)

3. Докажите то же, что и в предыдущей задаче, если выбрано не 5 человек, а 100 человек и n человек.

4. На собеседование пришли 65 школьников. Им предложили три контрольные работы. За каждую контрольную ставилась одна из оценок: 2,3,4 или 5. Верно ли, что найдутся 2 школьника, получившие одинаковые оценки на всех контрольных работах.

5. На Земле более 6 миллиардов жителей, людей старше 150 лет не существует. Докажите, что на Земле есть 2 человека, родившихся одновременно с точностью до секунды.

6. На параде кавалеры Ордена Славы выстроились в виде каре размером 7х7. У кадого –один, два или три ордена. Дотошные пионеры посчитали число орденов в каждой шеренге, колонне и диагонали из семи человек. Докажите, что какие-то два из этих чисел совпадают.

7. Какое наименьшее число карточек спортлото «6из49» надо купить, чтобы наверняка на одной из них был угадан хотя бы один номер?
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Тема 5 . Раскраски

1. В таблице 5(7 закрасьте 10, 9 и 7 клеток так, чтобы любая не закрашенная имела общую сторону ровно с 1 закрашенной.
2. Шахматный конь вышел с поля а1 и через несколько ходов вернулся на него. Докажите, что он сделал чётное число шагов.

3. В каждой клетке доски размером 5(5 сидел жук. Затем каждый жук переполз на соседнюю (по стороне ) клетку. Докажите, что осталась хотя бы одна пустая клетка.

4. Может ли шахматный конь пройти с поля а1 на поле h8 , побывав по дороге на каждом из остальных полей ровно один раз?
5 В одном из углов шахматной доски лежит плоский картонный квадрат размером 2(2, а в противоположном углу – квадрат размером 1(1. Двое играющих по очереди перекатывают каждый свой квадрат через сторону: Боря – большой квадрат, а Миша – маленький. Боря выигрывает, если Мишин квадрат окажется на клетке, накрытой Бориным квадратом. Начинает Боря. Может ли он выиграть независимо от игры Миши?

6. Фигура «верблюд» ходит по доске 10(10 ходом типа (1,3). Можно ли пройти ходом  «верблюда» с какого-то исходного поля на соседнее с ним?

7. В некоторых клетках шахматной доски проведена одна из двух возможных диагоналей так, что ни для каких двух диагоналей концы их не совпадают. Какое наибольшее количество диагоналей можно провести, соблюдая такое условие?

8. За какое наименьшее количество выстрелов можно с гарантией подбить четырёхклеточный корабль в игре «морской бой» ?
9. Можно ли доску размером 4(nобойти ходом коня, побывав на каждом поле ровно один раз, и вернуться на исходное поле?

10. В одной из вершин куба сидит заяц. Три охотника могут одновременно выстрелить по одной из трёх вершин, если не попали, то заяц перебегает в соседнюю вершину. Доказать, что за 4 залпа можно убить зайца.
11. На остров в океане привезли 100 новых заключённых. Директор объявил, что если они умные он их скоро выпустит, а если дураки – скормит акулам. Ночь вместе во дворе, утром каждого в изолированную камеру. Их будут иногда выводить в 101 камеру. В 101 камере есть лампочка и выключатель. В данный момент лампочка не горит. 1-ый может включить, а может не включать и остальные тоже. Если в какой-то момент один из вас скажет, что все остальные уже были, то выпустят всех, если нет, то всех скормят акулам. Как спастись?
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